| - الجداء السلمن في الستوي (مراجعة) 


١‏ ” تعریف 


ا ۷ شعاعان غير منعدمين من المستوي. ۰0۵ ۰۸ 8؛ ©> نقط مختلفة من نفس الستوي 
لجدول التالي يلخص تعاريف الجداء السلمي للشعاعين 17 و ۲ (أو للشعاعين ۸© و 68 ). 


"8.26 = 86 .3م حيث 9۰ السقطان 


۶ = 1/۰۷ حيث ۷ السقط للشعاع ۷ على 
5 العمودیان للنقطتین 0,> على الستقیم (۸8). 
ات (الشکل 1) 
cos); ۲(‏ ااا = vv‏ (الشكل 1) | C5(‏ :6۸)دمء ).652۸8۵ .۸8 (الشکل 1) 
في معلم متعامد و معجانس ([,1: 0) 


في أساس متعامد و متجانس (7 )يه 


حيث (/1 :اه ؛ ('/ا : )نا 
( :1000 و( “)7 يكون “لالز + ×× ب م أحيث (ل )۸ ؛ (لا : “«) 


OA. OB = xx + yy' یکون‎ 


۱۸| 2۰۲-۶ (الشكل 2) |[۵ ۸ + |۸٥‏ = ۸€ .28 اشکل 2) 


(الشكل 1) (الشكل 2) 0 ١‏ 


E CY ۵‏ م 8 
ملاحظة : . إذا كان أحد الشعاعين منعدما فان الجداء السلمي لهما منعدم. 
. نقبل أن الشعاع © عمودي على أي شعاع من الستوي. 
: حالة خاصة : /1 و ۷ متعامدان إذا وفقط إذا كان 0 = 1.۷. 
: . المسافة بين نقطة و مستقیم في الستوي 
الستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجانس. 
المسافة بين النقطة (ماد : ,۸6۵ و المستقيم (4) المعرف بالمعادلة 0 2ع + را +3 


حيث (0:0) #4(ط : ۵) هی © *ولاط + مدة| 
اا ا 


 :‏ خاصی2 
۰۰۸ نقط من الستوي حيث 8 ۸# . 


0 - ۸۸۸۰۸8 |ذا وفقط إذا كانت ۸۸ تنتمي إلى الداثرة التي قطرها [۸8]. 


|| - الجداء السلمي في الفضاء 

تعریف 
17 ۷ شعاعان من الفضاء. ۰۸۵ 6۰8 نقط حیث ۰۶۸5 2۸ ۷. 
الجداء السلمي للشعاعین ۰16 ۷ هو الجداء السلمي للشعاعین ۸6۰5 في مستو یشمل 
النقط ۰۸ ۰۵ ©. 
ملاحظة : کل خواص الجداء السلمي, الدروسة في الهندسة الستوية. تطبق على النقط و على 
الأشعة, من نفس الستوي, في الفضاء. 

. خواص 


7 ۰7 ۷ أشعة من الفضاء. 


(eR iz )6 1](./ - 6).لا‎ 7( - R(U.V) ۰ 102 ۰ 
)1+۷(۳ د‎ U ردج‎ 2+ 2 1۷ ۰ 1/۰۷ 2 ۷ ۰ 


* نعيجة : 230.7 + VIF + [IVI‏ + نا 
العبارة التحليلية 
(1/:5 :1206 و (5 :۲ : )37 شعاعان في الأساس المتعامد و المتجانس (0 :1 ). 
و + زد + xx‏ = 1.۷ 
. تعامد شعاعين 
الشعاعان ۰1 ۷ متعامدان إذا وفقط إذا كان 0 = ۰۷۰1۶ 
(و :ل :10.0 و (و :ل ).۷ شعاعان في الأساس التعامد و العجانس (6 :1 ). 
ا ۷ متعامدان إذا وفقط إذا كان 0 - جو + إل + 2۲ 
ملاحظة : نقبل آن الشعاع 0 عمودي على أي شعاع من القضاء. 
معیار شعاع : (6 :1 ) آساس متعامد و متجانس.  5(‏ ل : *) ما و شعاع. 5۳ +2 + 10| 
. المسافة بين نقطتین 
«المسافة بين النقطتين 8۰۸ يرمز لها ۸8 هي ||۸6 || . نكتب ||۸6 || = ۸8. 
٠‏ (5 :۰۸:1۷( :۷ : )8 نقطتان من الفضاء و المنسوب إلى معلم متعامد 


و متجانس (,[,1: 9). لدینا 6-37 + ۴( -ل) + ۳( - ملل - ۸8 


لاع و عي ره ره و لجعي مره اه هه ماهر و عع ا )هنت في ا 


ر ا - الستقیمات هی الفضاء 

: الفضاء منسوب إلى معلم 0 .1 :0). 

: ۰1 نمثيل وسيطي لمستقيم 

۳ لتکن النقطة 30 ولا *) ۸ و الشعاع ٩‏ م) 17 غير المنعدم. 
استقیم(0) الذي يشمل ۸ و يقبل 1 شعاع توجيه له هو مجموعة التقط (و : إن 6 ۸۸ 
حيك = مع 2 عدد حقيقي. 


x = مد‎ + EF 
.)0( هذه الجملة تسمى قثيلا وسيطيا للمستقيم‎ . y= + یکافی‎ ۸= 
9= 50+ ع3‎ 


: 2 . معادلات ديكارتية لستقیم 
المستقيم (0) الذي يشمل النقطة 110:50 ) ۸ ويقبل © :8 : 3) 1 شعاع توجيه له يعرف مغلا 


لان ود 
1 | 


ے 1-۷0 
5 


بجملة المعادلتين 


يعبر عادة عن هذه الجملة كما يلي : 3 ١‏ کے و حيث 8؛ او > غير منعدمة. 


5 
حالات خاصة 
0 ولا x-‏ ۰ 
٠‏ إذا كان 0 => فان (0) يعرف بالجملة 8 8 
1 %= 5 
x _ 0‏ =× 
إذا کان 0 = طم فان (0) یعرف بالجملة ۴ a‏ 
J‏ 
30 ع ۷-10 
٠إذا‏ كان 30 فان (0) يعرف بالجملة ‏ © م6 
0 م23 x‏ 


: ۱۷ - الستویات في الفضاء 

: ۰1 تمثيل وسيطي لستو 

الفضاء منسوب إلى معم ,1.1 : 9). لتكن التقطة (.5 نز و الشعاعان غير الترازين 

٩‏ ه) u‏ ( ۲ 2) ۷ . الستوي (۴) الذي یشمل النقطة ۸ ویقبل 1 و ۷ شعاعي 

توجيه له هو مجموعة النقط (5 :6:1 ۸۸ حيث AM = Xu + UV‏ مع ۸ وا عددان حقیقیان. 

کے شم معن “قل + ۸2 + × = × 

۷ + = ۸ یکافی مرو و هذه الجملة تسمى قثيلا وسيطيا للمستوي (8). 
عر + AC‏ + 3 = 4 


E O a 


2 . معادلة ديكارتية لمستو 

الشعاع الناظمي للستو 

تعريف 

نسمي شعاعا ناظميا للمستوي (۳). كل شعاع توجيه لمستقيم عمودي على (0). 

خاصية مميزة : 17 شعاع غير منعدم» ۸ نقطة من الفضاء. 

مجموعة النقط ۸۸ من الفضاء حيث 0 = ۰۸.1 هي المستوي (0) الذي يشمل النقطة ۸ 

و يقبل 7 شعاعا ناظميا له. 

معادلة ديكارتية للستو 

ينسب الفضاء إلى معلم متعامد و متجانس (© , [,1 :0). 

«٠‏ لكل مستو (۶) شعاعه الناظمي (  :‏ : 3) 17 معادلة ديكارتية من الشكل 

0 - 0 + و + by‏ +2 حيث (0:0: 0) توك :زط : ة) و ل عدد حقيقي. 

* مجموعة التقط (5 1 ۸۸۷ حيث 0-0 + + by‏ +2 مع )0 ;0 2)05 (a; be)‏ 
و 46۳ هي مستو حیث (©::8) 8 شعاع ناظمي له. 

حالات خاصة : نضع ۵1 = ۲ ۰ [6 = [ و 20 ۴ . 

0= 5 هي معادلة للمستوي ((,۵:۱) و 6 شعاع ناظمي له. 
1-0 هي معادلة للمستوي (۵:۱,۷) و [ شعاع ناظمي له. 
0= × هي معادلة للمستوي (۵:1(,۷) و 7 شعاع ناظمي له. 


۷ - توازی مستویین 


(8) مستو في القضاء. 1 


0= 0 + ق + برط + ×ه معادلة للمستوي (0) و 0 = 'ل + 5 + //ط +32 معادلة للمستوي ('8). 


(۴) و (۳) متوازيان إذا وفقط إذا كان 22۵ "2 وط3 ع'/ط وع-ك© حيث 261. 
٠إذا‏ كان #0 ٤ھ‏ فان : (5) يوازي (۶) يكافئ > = 2 = 2. 
إذا كان 222 2 و35 ع/ط و 2= و 20 - :02 فان (0) و (۳) متطابقان. 


الا - تعامد مستويين 


0 - 0 + و + بررط + 22 معادلة للمستوي (0) و 0 = 4 + 25 + راد +326 معادلة للمستوي ('0). 


(5) و (۲) متعامدان یکافئ 0 = ع + 9اه + ود 


١ 6(‏ ,1 :۵) معلم متعامد و متجانس للفضاء. 
(۲) مستو من الفضاء و 0 = ل + و + راد + دج معادلة له حيث (0 :۱0 0) ۶( :هط ز ه) و 
(50 : ولا : وند) ۸۸ نقطة من الفضاء. 


السافة بين النقطة ۸ و الستوي (0) هي ٩‏ * 3> + علاط + وا 


b+ :‏ + ول 
: ااال - التمييز المرجحي 
: ۸ © نقط من الفضاء ليست على استقامة واحدة. 
1 المستقيم (۸8) هو مجموعة مراجح النقطتین ۸ 8. 
حالة خاصة : القطعة الستقيمة [۸۵] هي مجموعة مراجج النقطتين ۸ 8 مرفقتین معاملين لهما نفس 
الاشارة. 
٠2‏ الستوي (>۸۵) هو مجموعة مراجح النقط ۸ 8 ©. 
6 - الأوشاع التسبية 
: !. الاوضاع النسبية لستویین 


: (0) و (۶) مستویان, 3 و 73 شعاعان ناظميان لهما بهذا الترتيب. ۱ 

٠ :‏ إذا کان 7 و 7۳ مرتبطین خطیا (متوازیین) فان (۶) و (۳) متوازیان. 

٠ :‏ إذا كان 5 و 7۳ مستقلين خطيا (غير متوازیین) فإن (0) و (۳) متقاطعان وفق مستقيم. 

۳۳۹ (D) : 

1 (0) و(۳) متقاطعان (0) و () منطبقان (5) و (۳) متوازیان تماما 

(P)N(P’) = 6 (م)مزم)‎ = (P) = (P’) (P)N(P’) = (D) : 
RT 


ديفن ۳ 


2 . الأوضاع النسبية لثلاث مستويات 
(,۰)۳ (,۳) و (,0) مستويات. 
1 إذا كان (,2) و (م2) متوازیین تماما فان تقاطع (,۰)۳ (م۳) و (,۳) مجموعة خالية. 
2(ذا كان (,2) و (,0) یتقطاعان وفق مستقیم (0) فتوجد ثلائة حالات : 
٠إذا‏ کان (يم)ء (0) فان (ه) = (يم) ۸ ليم) ۶,(۸). 
٠‏ ذا كان (1- (0)0 (۳) فان () = (وم) 6 (يم) 6 (رم). 


٠إذا‏ كان © = (0) 6 (يم) فان © = (يم) 0 (ر۴) ۸ (,۴). 


3 . الأوضاع النسبية لمستقيم و مستو 
(0) مستقیم. 1 شعاع توجيه له. () مستوي و 7 شعاع ناظمي له. 
٠‏ إذا كان ا و 5 متعامدين فإن (0) يوازي (۳). 
*. إذا كان 1 و 5 غير متعامدين فان (0) يقطع (0). 
4 . الأوضاع النسبية لستقیمین 
(۰)0 (0) مستقيمان في الفضاء. 
٠‏ إذا كان (0) و (0) من نفس المستوي فإن دراسة أوضاعهما النسبية في الفضاء تعود إلى دراسة 
أوضاعهما النسبية في هذا المستوي. 


۰ إذا لم يوجد مستو يحتوي على (0) و ('0) فانهما غير متوازيين و غير متقاطعين. 


ول 


8 مثلث قائم في © و متساوي الساقين حيث 9 = ©8. 
احسب الجداء السلمي 8.86 
: حل 
: 6 مثكث قائم في ©. إذن 8 +۸2 = ”۸8 أي 302 - ۸8. 


: يقة 1: = 2.2 a‏ = دوم 2 ۸8.۸6 إذن a”‏ = 68.66 . 5 

A Kê = 25.27 - ۵8.۸۲ :2 ءطریقة‎ 7 

: ( ۸ و ۸۲۱ لهما نفس الاشارة و ۳۱ السقط العمودي للنقطة > 

۰ على (۸8) و ۲ منتصف [۸8]). 9 1 ۳ 


a ile 3‏ = (ق)(2/ه) = 88.26 . و بالعالي *ه = 2 .38. 
٠‏ طريقة 3: 2 =[ ۾ - ج + هو -[۵0 - AC‏ +ثهم إل = AB.AC‏ إذن .ÃB.AĞ = a”‏ 


© حساب الساهة بين نقطة ومستقيم من الستوی 5 
: تمرين 
المستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجانس ([,17 0). 
٠احسب‏ المسافة بين المبدأ © و الستقیم (0). 


۳ الذي معادلته 3+0 .2x-‏ 


0( احسب المسافة بين النقطة ( (3-: 2) ۸و الستقیم‎ ٠ 


:حل 


: اذا کان  E‏ © على (0) فان السافة بين © و (0) هي 01. 
قن 3 + (3)0 -(12)0 _ 
و + 0/22 
٠ 9‏ إذا كان ۸4 السقط العمودي للنقطة ۸ على (0) فان ن ‏ ابر 
ن 105۷65 
هط 


و 
نمرین 1 
نفرض الکعب ۸860۴۴6۲۱ المقابل حيث 3 = ۸8. 
احسب ادا ءات السلمية التالية : 
FC.AD « CA.CB , BC.DF «. AB.DH‏ « 


حل 
(AB) L (DH)‏ اذن 0 = ۸8.811 ((0) عمودي على كل من ©2) و (5۸) 
(DH)‏ ل (BC)‏ إذن 0 = BC.DF‏ فهو عمودي على الستوي (>۸0) و بالتالي 
(DH) 22.25 = CA.CB cos(ACB) ۰‏ 1 (۸8). و بالغل (DH)‏ ل ©6((. 
2 
عد FC.AD =FC.Bê = FC.BC cos‏ ( لأن 8€ = A5‏ ) 
e‏ = .2 (۷2 ۵) = (لأن 8 + (FE = FB‏ 
BC. BF = Bé (BC+ CF)‏ = نرق .مع (لأن 8 = (FĞ‏ 
BC+ 266۲‏ = 
BÛ = a‏ = 
((©8) عمودي على (0>) و (6>) فهو عمودي على المستوى (0>6) و بالتالي عمودي على : 
نمرين 2 یج : 
الفضا ء منسوب إلى معلم متعامد و متجانس ( , ,1 : 0). 
نعتبر النقط (3-, ۵:1 !+ (0,2: 8۷21 


۱۵۵ ؛ و - )9 


2 
٠‏ احسب السافتین ۰۵6۰۸۵ 
٠‏ احسب الجداء ء السلمي للشعاعين ۰۵ و للشعاعین ۰2 66 . 
استنتج قيسا للزاوية )8۸ ثم طبيعة المثلث >۸۵. 


حل 
لدينا (80-2:1:1م ؛ (1:1-:560/2م ؛ 3:4 : )5 


: 2= )1+11+ 27-(/= قم و 1-2+:(1-) + :(72-)/ = AC‏ : 
a‏ سمدم ناد ايت ود 9191 


طرائسق 


۰ 2 = )1( )1( + )1-( )1( + (۰۷2) (1۷2) ۵6.۸6 و 0= 
و النتيجة الأخيرة تثبت أن (88) و (0) متعامدان. 
استنتاج قيس للزاوية 8۸6 : لدينا من جهة 2= ۸6.۸ 
و بحساب ۸8.86 (من تعريف الجداء السلمي) نجد : A8B.^C cos (BAC)‏ - 86. 38 
إذن ج = (8۸6) دم . ينتج أن #7 قيس للزاوية )8۸ . 
و بالتالي الثلث )۸8 متقايس الأضلاع 80 - ۸8 و Z‏ = >88). 
: @ تعيّين تمئیل وسيطي لستقیم و توظیفه ۱ 
٠‏ الفضاء منسوب إلى معلم (6 ,1,1 : 0). آکتب تيلا وسیطیا للمستقيم (0) الذي يشمل النقطتین 
(3-:۸)1:2 و (2:2:0) 8. 
هل تنتمي النقطة (2- : 3-: 1) > إلى الستقیم (0)؟ هل تنتمي النقطة (0 : 2- : 2-) ع إلى (0)؟ 


: حل 
4 5 1-6 9-2 
)نم هو شعاع توجيه للمستقيم (0) إذن | حت وه 
و هو قثیل وسيطي للمستقيم (0). تاه 
1 < 1-3 0 
۶)0(۰) إذا وفقط إذا وجد عدد حقيقي 1 يحقق 2+4 
Û‏ 2 3:2 +3 
أو +--15 . نلاحظ أنه لا توجد قيمة للعده + تحقق هذه الجملة. إذن (0)ع> 
5 
2 +221-3م . t=1‏ 
۰ (0) ۶ إذا وفقط إذا وجد عدد حقيقي 1 یحقق الجملة + 2 < 2 أو 1 <ع 4 . 
t=1 0 =-3 + 3+‏ 


إذن 1 -غ. و بالتالي (0)>]. 


ِ © تعيّين معادلات ديكارتية لستقیم في الفضاء 
: تمرين 
٠‏ الفضاء منسوب إلى معلم (1,[,6: 0). 
حدد الجموعة 5 من النقط (5 :1 :) ۸۸ العرفة بالتمثيل الوسيطي (5) التالي : 
x = -3 + 6‏ 
)ئ( 0< 02 حت جع 
521-46 
أكتب معادلات ديكارتية لها. 


حل ۱ 
٠‏ لتكن النقطة (1 : 1-:۸)3 من ع الحصل علیها من أجل 0 )ء (5: :)۸۸ نقطة 
من ۶ من أجل عدد حقيقي 3 كيفي. 


3-26 +۲) . ۳ 
الجملة (5) تكافئ (5) .. a‏ أو العادلة ۸00-67 حیث (3-: 1-:2) /1. 
2-6 51-1 


إذن الجموعة ع هي الستقیم الذي يشمل (1-: 1-: 3-) ۸ و یقبل (3-: 1-:2) 17 شعاع توجیه له. : 
٠‏ كتابة معادلات ديكارتية للمستقيم ۶. الجملة (5) تكافئ 2 EN‏ 1 گید : 
و هي معادلات للمستقیم ۴ الذي یشمل ۸ ویقبل ۷ شا 
® تعيّين تمثيل وسيطي لستو في الفضاء 
تشريق1 
٠‏ الفضاء منسوب إلى معلم (6 , ,1 : ۵). عيّن مشيلا وسيطيا للمستوي (۶) الذي يشمل النقطة 
, (2:1-: )۸ ویقبل (3:+:2-) 12 و (2:4-:1) ۷ شعاعين توجيهيّين له. 
حل : 
اي د يا ۷ + ۸۸۶۷ 224 وير عددان حقيقيان. : 
لدينا (2:1-:1)ه ؛ (7)2:3:3؛ (2:4-:1) ¥7. 
۲ +2 ی 
إذن الجملة مر 2-2 + 2-= ل | هي قثيل وسیطی للمستوى (۶). 
يرج +32 +1 و 
الفضاء منسوب إلى معلم ( ٣,‏ ز 9). : 
ی ی الذي يشمل النقط (1: 2:0) ۰۸ (1-:2:1) 8و (۰>)1:3:0 | : 
.هل تنتمي النقطة © میداً العلم إلى (6)؟ هل تنتمي النقطة (1:2:2) 9 إلى (2)؟ 
حل 
(2-:0:1) 28 و (1-:1:3-) ۸€ شعاعان. لا یوجد عدد حقيقي ) يحقق ۸5 - ۸6. 
اذن 58 و 26 غير متوازیین و هما شعاعان توجیهیان للمستوي (۳). 


02-۵ + 2-2 -2 2 
ینتج آن + 0+2 11/2 . الجملة 3۷ += 1۷ هي قثیل وسيطي للمستوی (0). 
ل -1-20 2و 23-4 -1 2و 1 


ال النقط ۰۸۵ 8:. 1 
ترچ ی هه هک ره ی را موم ره Ski REARS ei‏ 2 5 - الهندسة في الفضاء 105 


0-2-۷ 
0 22 + 3 


.]0 22-۳ ۰ يعني أن الجملة (5)... 0 تقبل حلا وحيداء وحل الجملة‎ © )( ٠ 


ل -021-22 
هو (2 : 6) = (۷ ;۸). هذا الحل لا يحقق المعادلة 0= س-1-2۸ (لأن 0 2 - (6-)2 -1). 


إذن الجملة (5) لا تقبل حلا و بالتالي النقطة © لا تنتمي إلى (). 


1 122-۷ 5 
٠‏ (0) 26 يعني أن الجملة ‏ ب 3 +.12-3 تقبل حلا وحیدا, و حل الجملة ۰ 122-۷ 
رخ بو م3 +22 


هر (1 : 1) =( :۵ و هذا الحل یحقق العادلة 221-22 أي (1-2-(20-1 -1) 
إذن النقطة 0 تنتمي إلى (۴). 
١‏ #9 کک سرت کی م 


: نمرين سح 
٠‏ الفضاء منسوب إلى معلم متعامد و متجانس ( , [,1 : 0). 
نعتبر النقط (1-:02:1) 6:۵0:1۵ 8 (1 :4 :من 
۳ عین معادلة ديكارتية للمستوي (۴) الذي یشمل ۸.ویقبل 86 شعاعا ناظمیا. 
: 2 أثبت أن النقط 8.۸ تعين مستویا. عين معادلة ديكارتية للستوي (۸۵0). 
: حل ۳ ۳ 
1 (4:2: 8618۵ شعاع ناظمي للمستوي (8) يعني 0= ل + 25 + 4 + :3- حيث ۴ » 4. 
(۴) يشمل النقطة ۸ يعني 0-0 + (1-)2 + (1) 4+ (2-)3- أي 4-8 
إذن 0= 25-8 + 4 + ×3 هي معادلة ديكارتية للمستوي (۶). 
2. النقط ۰۸ 8 © تعيّن مستويا إذا وفقط إذا كان 4 و 8€ غير متوازیین. 
لدينا (1:0: 3-) 8۸ و (4:2: 3-) 8€ . لا يوجد عدد حقيقي © من أجله يكون 8/6 ۰ = 86 
و بالتالي الشعاعان BA‏ و 8 غير متوازيين. إذن النقط ۰۵ 8. © تعيّن مستويا. 
٠‏ تعيّين معادلة ديكارتية للمستوي (©88). |ذا كان )۵::٩‏ 7 شعاعا ناظميا للمستوي 
۸80) فإن 7 عمودي على كل مستقيم من المستوي (886). و بالتالي على (۸8) و (۰)80 إذن 
7 عمودي على کل من الشعاعین ۸4 و 86. هه 
و بالتالی 0= BA‏ م ۴ ب )ينع أن م 


2 -32 + 3b + 2c =0 29620 * 
3 7۶0 


كل شعاع إحداثياته (ه 3-: (a; 3a‏ هو شعاع ناظمي للمستوي (©88). 


و باختیار قيمة للعدد 3 مثل 2 = 3 یکون (9-:2:6) 7 شعاعان ناظمیا للمستوي (۸8). 
و تكون معادلة الستوي (ABC‏ هي 620 + 95 - 6y‏ +2 حیث 8 ٤‏ €. 
با أن 8 نقطة من هذا الستوي فان 0 = e‏ + (1+)9 - (6)0 + (2)1 
و بالتالي 11- = ©. ينتج أن 0= 11 - 95 - 61 + ×2 هي معادلة ديكارتية للمستوي (>۸8). 
@ دراسة تقاطع مستقيمين في الفضاء 
تمرين سس 
٠.‏ الفضاء منسوب إلى معلم () , [, 1 : 9). 


(,۵) ؛ (ر4) ؛ (ب۵) مستقیمات. قثيلاتها الوسيطية على التوالي هي : 3 
+ 2-1 ر 9 - 2 2 2 - 27 2 5 1 
2 ا CEE‏ بت ۶ اعداد حقيقية. |: 
۲ + 32-5 0- 3- < 3 20 =3 

ادرس تقاطع (,۵) و (ر4) ثم (یه) و (يد). : 
عن 
1 (1: 3-:1) ,۷ شعاع توجيه ل (,۵) و (4-:1 : 5-) را شعاع توجيه ل (ر۵). : 


نلاحظ أن ,1 و یلا غير متوازيين (لا يوجد عدد حقيقي » بحيث ,1 4 = ا ) 
إذن (,۵) و (ی۵) غير متوازيين. فهما متقاطعان أو غير مستويين ١لا‏ يوجد مستو يحتوي عليها). : 
للتعرف على وضعية المستقيميين (,۵) و (ره) نحل الجملة : 
2-0 2 + 1- ۲ 59-3 +2 55 0 

: ak أي 5 إذن‎ (eae 

40 - 3- > م+ 5- 40-2 +م 

من أجل 2--م نجد النقطة من (ب۵) ذات الاحدائیات (7-:3:2-) 
من أجل 1 = و نجد النقطة من (یه) ذات الإحدائيات (7-:2 : 3-) و هي نفس النقطة من (,۵). : 
إذن (,۵) و (ر4) يشتركان في النقطة ذات الاحدائیات (7-: 2 ; 3-). 
2 (2-:3: 7-) ولا شعاع توجیه للمستقیم (,۵). لا و ,10 غير متوازیین. 1 
إذن (ي8) و (4) غير متوازیین. فهما متقاطعان أو غير مستویین. للتعرف على وضعية الستقیمیین : 
تس و : 


(ب۵) و (,۵) نحل الجملة التالية : +11 اي 1-عم3-و 
- 2 40 -3- 3--<»2- 40 


هذه الجملة لا تقبل حلا الأن حل الجملة ر 50 ) هو (0: 1-) و لا يحقق العادلة (3- 20 -وه) : 
٩-302‏ 0 - 


إذن (ی۵) و (ی۵) غير متقاطعین و غير متوازیین و بالتالي فهما غير مستویین. 
e 221111111111 1 1 r‏ همه درم دامع جع مأ - الهتداسةفي القضاء.. للك 


طرائق 


© دراسة تقاطع مستقيم و مستو في الفضاء 

: تمرين ج 

: الفضاء منسوب إلى معلم متعامد و متجانس (6, ,1 .)٥:‏ 
(۳) الستوي العرف بالعادلة 0 < 34-5-1 + ×2 


ك2 6 + 2 2(] 5+ 2-1 
و (,0) و (0) الستقیمان العرفان على الترتیب بالتمثيلين الوسیطیین و 006 
۱ +23 521-5 


حيث ۲ و > عددان حقیقیان. 
: ادرس تقاطع كل من الستوي (۶) و الستقیمیین (,9) و (,0). 
: حل 
(1- :3 : 2) 10 شعاع ناظمي للمستوي(۰)۳ (1 : 2- ; 3) ,۷ شعاع توجیه للمستقیم(,1(۰)0- : 1-: 1) ر7 
شعاع توجیه للمستقیم (,0). ۱ 
٠‏ الشعاعان 1 و 7 غير متعامدین ( لأن 0 # 1- = (1()1-) + (2-)3 + (2)3 ,۲ 1 ) 
إذن (۴) و (,0) غير متوازیین. فهما متقاطعان, و تعيّن نقطة تقاطعهما كالآني: 
۲+ 2 2 
لدينا ۷1-2( ومنه 1 - 8 + 3) - 301-28 + 38 + 2)2 أو 1 -+-4 إذن 3 <ع. 
12 
1 < 31-5 +2 
إحداثيات نقطة تقاطع () و (,0) من أجل 3 = هي (6 : 5 : 11). 
» الشعاعان 1 و ر۷ متعامدان ( لأن 0 = (1-)(1-) + (1-)3 + (2)1 ع .1 ) 


۰ 


: إذن (0) و (,0) متوازیان. 
: © تقاطع مستوبین 
: تفرین 
(,5): (,۳) و (:0) مستویات معادلاتها على الترتیب 
0 + 21-5 - ۰32 25-50 + ۲-۱۷ و 1-20 +65 + 3y‏ - 32 
:| ادرس تقاطع الستویین (,۳) و (,۳) ثم تقاطع الستویین (ر۴) و (ر۴). 
: حل 
٠‏ دراسة تقاطع المستويين (,0) و (ر۴) : لدينا (1- : 2- : 3) ,۲ و (1:2-:52)1 شعاعان ناظميان 
للمستويين (,2) و (,۳) على الترتيب. نلاحظ أن ,7 و ی غير متوازيين. 
إذن (,۳) و (,۳) غير متوازيين. فهما متقاطعان وفق مستقيم (۵). 
٠‏ تعيّين مثيل وسيطي للمستقيم (۵) 
لتعيين قثيل وسيطي للمستقيم (4) نعبر عن × ول مثلا بدلالة 5 حيث يكون 5 هو الوسيط. 


ا 
3x-2y=-1+t‏ 2 
ی 120 +9- 3-2 ۲ 
لدينا 8-3 55 يعني 5-6 ۶ 1۲-۱ يعني 5-2 = 3- 
0= 25-5 +۲-1 و 


6 + 11- دير 
بعد الاختصار نجد تقشيلا وسيطيا للمستقيم (۵) و هو (1e‏ حیث ۴ ۲. 
32 


: .)8,( تقاطع (ر۶) و (ر۶) : لدينا (1:2-:1) ,79 و (3:6-:3) ی شعاعان ناظميان للمستوي (ر0) و‎ ٠ 


نلاحظ أن 352 ی؟ . إذن 32 و و7 متوازيان. نختار نقطة من (ر۴) مغل (0: 0 : ۸)5. 


|حدائیات ۸ لا تحقق معادلة (,0) أي أن (ر۴) ۶ ۰۸ إذن (ر۴) و (,5) متوازیان تماما (أي غير منطبقین). ه 


© دراسة تقاطع ثلاث مستویات 

تمرين 1 
(,۰)۳ (,۳) و (,۳) مستويات ذات المعادلات 
4و جرا + 1-5-2-0 + و 15-0 ملكا على الترتيب 
“ارس تقاطع هذه الستویات. 


حل 
۱+54 +۲ 
لتعيين تقاطع المستويات (,۴)ء (,۰)۳ (,0) نحل الجملة (5) 55 د 
3x + 4y + 35 = 5‏ 
x + 3Y = 1‏ 
الجملة (5) تكافئ یت (1-:2:3) = )9 ۱۷۰ ) 
4= ۱+5 + 
الجملة (5) تقبل حلا وحیدا هو (1-:2:3). نستنتج أن الستویات (,۰)۳ (ر۴) و (,۳) تشترك 
في نقطة واحدة هي (1-:2:3) ۰۸ 
تمرين 2 


(,۰)۳ (,۳) و (,2) مستویات ذات العادلات 2۷-5-30 ۰ 35-420 2-1۷ 
و 2-0 - 45 + 3y‏ -× على الترتیب. » ادرس تقاطع هذه الستویات. 


حل 
1۷-3 +۲ 
لتعيّين تقاطع الستویات (,۰)۳ (,۳) و (:۳) نحل الجملة (5) ۹ و 
Xx - 31 + 45 = 2 + 24-5 =3‏ 
الجملة (5) تكافئ rE‏ 
5x + 5y = 4‏ 


هذه الجملة ليس لها حل. إذن تقاطع الستویات الثلاث هو مجموعة خالية. 
eee‏ الهندسة في الفضاء . 


طرائسق 


® توظیف الجداء السلمي لتعیّین مجموعات نقط في القضاء 
: تهرین 1 
: الفضاء منسوب إلى معلم متعامد و متجانس (6 ,[,1 0). 

۸ نقطة إحداثياتها (1-:۰)2:3 17 شعاع إحداثياته (3:2: 1-). 
٤‏ عين مجموعة النقط ۸۸ من الفضاء حیث 2-10 .۸۳ 
: حل 
نفرض (5 لإ :»)0 لدينا (1 + 4-3:3 :2- ۸٩۸)»‏ 
و حسب التعريف التحليلي للجداء السلمي لشعاعين يكون 
„AN. = (-1)(x-2) + 3 (y-3) + 2 (5 + 1(‏ 
A. 2-0‏ یکافی 0= 5 + 25 + 3y‏ + 


إذن مجموعة النقط ۸ من الفضاء حيث 10- = ۸۵۸۸۰ 
هو الستوي (2) المعرف بالعادلة 0= 5 - 25 - 3y‏ - × 
الستوي (0) يشمل نقطة مثل [8- : 0:0) 8 و يقبل (3:2: 1-) 17 شعاعا ناظميا له. 


: تمرين 2 سڪ 

الفضا ء منسوب إلى معلم متعامد و متجانس (, ,1 ز0). 

(4: 1-: ۰۸۱ (3-:2: ۵1 نقطتان من الفضاء. 

1 » عين مجموعة النقط ۸۸ بحیث یکون 540 = 2087 - 30۸۵7 

2 عن مجموعة النقط ۸۸ بحيث یکون ۸۸8*40 - ۰۸۸۵2 
> حل 
: ۷ نقطة من الفضاء احدائياتها (2 :1۷ :) 
)2-4 : راز ۸ + (3 +2 y-2:‏ : 1+ع) MB‏ 

8 + 82 - 24 +2 - 22 + شر + د ‏ له - ع) + 1 + NA? = )- 12 + )y‏ 
4 +62 + ريه - 2x‏ + 22 + گرد + تد = *(3 + 2( + (2 - MB = ) + 1) + (y‏ 
3MA - 2MB = 540 1‏ يكافئن ‏ 540 = 26 +362 - 14 + ×10 - 2 + تن + تر 
أي أن 540 = 424 + (18 -ع) + (7 + ) + ”(5 - ») 
إذن ‏ 4= (2-18) + (7 + )y‏ + (5-») 
إذن مجموعة النقط ۸۸ من الفضاء حيث 540 = *2۸۸8 - 3۸1۸7 


2 10 = ۸۸۸۴-۸۸۵۴ يعني 10 = (3 + 2۴-6 - ره - 1 + ع) - “(4 -ع) + 17 + (x- 1 + )y‏ 
أي أن 10 = -4×+6y-142+4‏ أو 3-72-3920 -2x+‏ 
و هي معادلة لستو () يشمل نقطة مغل (1:0: 600 و یقبل (7-:2:3-) 1 شعاعا ناظمیا لد. 


® كتابة معادلة ديكارتية لستو علم تمثيل وسيطي له ا 
الفضاء منسوب إلى معلم متعامد و متجانش ( , ,1 : ۵). 
+22 +21 
(0) مستو معرف بتمثیل وسيطي له و هو 212( حيث ۸ ۷۰ عددان حقیقیان. 
3 + 2+7 < 2 
اکتب معادلة ديكارتية للمستوي (۲). 1 
حل : 
+22 + 1 عر 2-1 ۷ +22 : 
1( تکافی هت : 
۷ + ,2+7 < 2 2-2 2 3۷ +1 : 
تل الجملة الاخيرة ذات الجهولین ۸ ۰ ۷ بإيجاد عل اة معادلتین مغل يس 
1 +( < 2۷ + 32 
فیکون (5 +21 +<3- ز ۱-3 -2) = (022:7) , ثم نعوض و ۷ في العادلة الباقية و 


هي 

3222+ أي 2-2 5(2 +2 +382 +3- 2-۱ 
® كتابة تمئیل وسيطي لستو علمت معادلة دیکار تية له 

تمرین 

الفضاء منسوب إلى معلم متعامد و متجانس (6 ,1 )٥:‏ ؛ (0) مستو معرف بالعادلة 

0 - 3 + 1-2 + ×2. عين قثيلا وسيطيا للمستوي (۲). : 
حل : 
يعرف الستوي بثلاثة نقط ليست على استقامة واحدة. نختار ثلاثة نقط مغل (0 : 0 : 3-) 8 ۰ : 
(3:0-:0) ۰8 (0:0:3)> تنتمي إلى المستوي (0). إذن (0) يشمل ۸ ويقبل ۸68 و ۸€ 
شعاعي توجيه له. لدينا (0: 3-: 2) A8‏ : (2:0:3) 26 إذن يوجد عددان حقیقیان ۷۰ : 
بحيث y=‏ و هذه الجملة هي قثيل وسيطي للمستوي (0). 


EO is ی نی مت‎ E ERGO EES 


طرائسق 


© كتابة جملة معادلتین دیکار تیتین لستقیم علم تمثيل وسيطي له 


. دمرین 
x =-2 + 6 1‏ 
(0) مستقیم معرف بتمثیل وسيطي له و هو و حيث ٤‏ عدد حقيقي 
+ 3 2 2 


في قضاء فتسبوت إلى معلم متعامد. و متججائس. 
اكتب جملة معادلتين ديكارتيتين للمستقيم (0). 
: نعيّن جملة معادلتين ديكارتيتين للمستقيم 0) بالتعبير عن + بدلالة × ۰۷ 2 في كل معادلة 1 
جملة التمثیل الو یی E‏ ۱ 
من سيطي؛ و = و وت 


إذن و ب هي جملة معادلتین ديكارتيتين للمستقيم .(D)‏ 


۰ 


4 مسافة [ 


ارين و حلول نموذجية “.. gs‏ 


الفضاء منسوب إلى معلم متعامد و متجانس () , ٦,‏ : 0) حيث 01 1 (0 2[ و 016.-6. 
(10: 3:0) ۰۸ (15 :0:0 8 و (6)0:20:0 نقط من الفضاء. 
أ) 1. عين قثیلا وسیطا للمستقیم (۸8). 
2 اثبت أن (۸8) یقطع محور الفواصل في نقطة ع يطلب تحدید احدائیاتها. 
3 حقق أن النقط ۰۸ 6۰8 ليست على استقامة واحدة. 
ب) ليكن ۲۱ السقط العمودي للنقطة © على المستقيم (©8). 0 
1 اثبت أن الستقیم (©8) عمودي على الستوي (0۳). استنتج أن [2۱۷] هو ارتفاع ا مثلث 1۱2 
2 عيّن معادلة ديكارتية للمستوي (/0۳). 
3 عبن قثیلا وسیطیا للمستوي (۸8) نم معادلة ديكارتية له. 
4 عيّن تقاطع الستویات (0(16) و (08۳) و (۸86). 
5 حسب المسافة 0۳ ثم استنتج المسافة „EF‏ 

. تحقق أن نقطة تقاطع المستويات ()(0) و (0۴۳) و (>88) هي النقطة 4ا. 
6 . احسب المسافة بين النقطة © و الستوي (>۸8). 


اعد 


أ) 1 . المستقيم (۸۵) يشمل النقطة ۸ و يقبل 25 شعاعا توجیهیا له. 
إذن يوجد عدد حقيقي 6 حيث 8) 870 . لدينا (5- ;0 ;3-) 8م و (311/:5-10-») AW‏ ¦ 
x= 3-3 x-3=-3‏ 0 
5 = ۸7 یکافی و 0 هي یل ی تب (AB)‏ ؛ 
56 = 1-10 16+ 10 2و 0 
x= 3-3 x= 3-3‏ 0 
2 (۸8) يقطع محور الفواصل (0۵:7) في نقطة ٤‏ يعني 0 أو ۳ : 
5-0 56-0 +10) ؛ 
من أجل 2--6 نجد نقطة تقاطع (۸8) و (0:7)وهي (8)9:0:0. 
3 النقط ۰۵ 8. © ليست على استقامة واحدة لأنه لا يوجد عدد حقيقي ۸ يحقق 286-168 ؛ 
AB )-3:0:5((‏ و (10-:3:20) 86 و (3<1*)3 و (1)5 *10-) 
ب) 1 . لإثبات أن (©8) عمودي على الستوي (0211) يكفي البرهان أن (8©0) عمودي على 
مستقيمين متقاطعين من المستوي (0۴۲). 
لدينا (0۴) عمودي على الستوي (©08) فهو عمودي على المستقيم (©8) (أو (©8) عمودي 
على (08)). و لدينا (©8) عمودي على (011) إذن (©8) عمودي على (08) و (0۲) فهو 


عمودي على الستوي (1اع0). 
OAS ROS‏ و اه RE AERO‏ دع > عه مره کاس هقی الق ری 


ِ 


ارون و حلول قوذت 2 eis‏ ال لاه لما موی ene‏ وم موم و 
|| ۱ | | 1 | | 8 
ا 1 1 TAU‏ 1۳5 
ت11 مك كرك كرام ۱ 
ا اب را ۱ ۳ 5 اسب تال الب 
| ع ا BLS‏ 
لب ۱ ۱ درا _ / 
/ ۱ 
SME ۲‏ 
الا لا اسلا 


۱ اس ۱ 
1 1 کح | 


نستنتج أن (©8) عمودي على كل مستقيم من الستوي (0511) فهو عمودي على (1ا2). . 

إذن [5۳۷] هو ارتفاع المثلث ©88. 

ملاحظة : . يمكن أن نبرهن أن (©8) عمودي على (08) بحساب الجداء السلمي للشعاعين 

86 . 68 = 0(9) + 20(0) - 15)0( 0 و 0۴ وهر‎ BC 

2. تعيين معادلة ديكارتية للمستوي (1اع0). 

ما أن (80) 1 (02۳) إذن 86 شعاع ناظمي للمستوي (/081). و بالتالي فللمستوي (0اع0) 

معادلة من الشكل 0= ٩‏ + 155 - 201 +0 حيث 4 عدد حقيقي. با أن © نقطة من الستوي 

(لاع0) إذن 33-0 -41 هي معادلة للمستوي (08۳). 

3. تعيّين قثيل وسيطي للمستوي (©88). 

الستوي (©88) معرف بنقطة مثل 8 و شعاعين توجيهيين ۸6 و ۸€. 

لتکن (5 : 1 : ۸۸6۷ نقطة من المستوي (>۸۵). إذن عه + 2.88 = 8۸ حيث ۸ و عددان حقيقيان. 
3 - ۶-3 2۲-0 3 - .(3- = 2 

لدینا ۸ + ۰3۸-2۸5 یکافی و إذن الجملة 922( 
10 - 52 = 1-15 0 - (5 + 15 =3 

هي قثيل وسيطي للمستوي ۳9 


. كتابة معادلة ديكارتية للمستوي ۸8€ : 

1 ب كن ر کک د 
. نحل الجملة 0 ذات الجهولین ۸۰7 فنجد وة = و ۸2-5-26 
ثمّ نعوض 2 و هإ في المعادلة 15 -3 - 5۸-10 فنجد العادلة 0 < 125-180 + 9 + ×20. : 
طريقة أخرى: يمكن تعيين معادلة للمستوي (>۸8) بتحديد شعاع ناظمي للمستوي (۸8) 


(العمودي على 28 و 56). و اعتبار نقطة منه مثل 8. 
4. لتعيّين تقاطع المستويات (0(1) و (0ا08) و (©8ه) 


2 2 0 x=0 
۲ تخل ملة 4-3-0( فنجد - ر‎ 
4 20x + 9+125 -180 = 0 

إذن الستویات (0(۸) و (0811) و (>۸۵) تشترك في النقطة ذات الاحدئیات (48 :33 0 
5 [0۳] هو ارتفاع المثلث )80 عقني 0 
اه 1 اند 1 بالتا تسام ۳ = OH‏ 
“0 0 + توح = جرج و بالتالي 20 15 جح اي 144 0 

*ینتج أن 12 = OH‏ لان OH = OB cosx‏ ؛ OH=OCsinx‏ و 2 80۲ = «OCH‏ 
. حساب لاغ : المثلث E0۳‏ قائم في 0. إذن 225 = 04 + 0€ = E1۶‏ و بالتالي 15 = ۴ , ا 
“lms 37 2 ۳ 5‏ 
و نلاحظ أن 144 - (48) + ۳ 38) + :0 و يساوي 0112. إذن نقطة تقاطع المستويات (0(1) : 
و (لاع0) و (۸8€) هي النقطة ۲۱. 
6. حساب المسافة بين النقطة © و الستوي )۸8٤(‏ 
نستعمل الدستور الذي يعطي المسافة بين نقطة من الفضاء و مستو معرف بمعادلة ديكارتية له. 
فيكون من أجل المبدأ © والمستوي (>۸8) 
6 _ 180 1801 -(1200 + )9(0 + (2000 _ 
5 ۷625 22 + 9 + *۷/20 
للنقطة © على الستوي (>۸8). 

مسألة 2 
نعتبر الکعب ۸۵۵۴۴6۲۷ حیث 21 ۸8 (الشکل) 
1 احسب 80.86 و .AĞ.BŠ‏ 
استنتج أن الستقیم (۸6) عمودي على الستوي (880). 
2 نعتبر العلم (88 ,96 ,5۸ :0). 
عيّن احدائیات النقط ۰۸ ۱۵ ۰۵ 6 8. 


"0 حيث © السقط العمودي 


F۴‏ ع 
اكتب قثیلا وسيطيا للمستوي (80). اكتب معادلة ديكارتية للمستوي (880). 


ثبت آن (۸6) عمودي على الستوي (880). 
مزر وعدت معيو م هر لعج اي ع لايع ولاح سر جات ع كج ولا عابو خر قرف هر ره ره قبع 6 مج عازن 121 2 يندسافي انس ۱1۳ 


مارین و 


إذن 0 


AG.BÊ =0 jil 


((مع) عمودي على الستوي (2815) فهو عمودي على (88)). إذن (۸6) و (88) متعامدان. 


٠لدينا‏ أيضا 66+ 86 = 6م و بالتالي 6(.86>© + )A€‏ = 80 .6 


= AC. BD + CGO.BD - 0+0 


اذن 0= ۸6.50 


(CG))‏ عمودي على الستوي (80>) فهو عمودي علی (BD)‏ إذن (۸6) و (20) متعامدان. 


الستقیم )۸٩(‏ عمودي على مستقیمین متقاطعین (80) و (88) من المستوي (888). 
إذن (۸6) عمودي على الستوي (888). 

DA, DC, DF) pall 2‏ : 0) متعامد و متجانس. احدائیات النقط ۰۸ ۰8 6,۵ و ع 
هي على الترتيب (0 ;0 ; 1). (0 ;1 ;1). (0 :۰۵:0 (1:1 : 0) و (1:0:1). 
٠‏ كتابة قثیل وسيطي للمستوي (۵80). 


۰ 


الستوي (850) یشمل المبدأ ۵ ویقبل 5 و82 شعاعين توجيهيين له و بالتالي بوجد عددان 


حقیقیان ۸و ا حیث من أجل کل نقطة ۸ من (820) یکون 5 + 57۸-58 
x=A + E -_ 3‏ 

لدينا (1/:3:) ۰۱۵۸۸ (1:1:0) DB‏ و (1:0:1) 58 ؛ إذن 0 

شيل وسيطي للمستوي (888). وله 

. كتنابة معادلة ديكارتية للمستوي (820) :بتعويض و على الترتيب بالعددين /1 و و 

في المعادلة س +۲۶2 نجد معادلة ديكارتية للمستوي (BED)‏ وهي 0-<2-1-35. 

احدائیات الشعاع 26 هي (1:1:1-) و لدينا (1-: 1-: 1) هي إحداثيات شعاع ناظمي 7 

للمستوي (850). الشعاعان 50 و 5 متوازیان (لأن 7 - ۸6) 

إذن ۸6 عمودي على الستوي (880). 

ملاحظة: الشعاع (1:1:1) 5۸ ناظمي للمستوي (350) الذي يشمل المبدأ ۵. 


(-1)x + 1xy + 15 + 0 =‏ أي ۲-۷-50 هي معادلة للستوي (860). 


تمارين و مسائل 


الجداء السلمي في الستوي 

© ۸8۰0 مربع مرکزه 0 حيث 3 = ۸8 
احسب ۸8 بدلالة ۵. 

© ۸۵۰0 مربع حيث د = ۸8. ۱ منتصف 
[۸8] و ل منتصف [0ى]. 

أثبت أن المستقيمين (01) و (ل) متعامدان : 
باختیار معلم متعامد و متجانس. 

٠بدون‏ استعمال معلم. 

الجداء السلمي في الفضاء 

© ۸8۵۰0۴۴6۲ مكعب حيث a‏ = ۸8 
احسب الجداءات السلمية التالية : 

28 نع‎ + AEE ı 5 


۸۴.۸۲ «+ FC.ED + AC.EĞ 


@ باختيار معلم متعامد و متجانس 

احسب الجدا ءات السلمية الواردة في التمرين © 
@ الفضاء منسوب إلى معلم متعامد و متجانس 
,1,1 :۵). تعطی النقط؛ (1: 1-: ۵0/2 
B(0; 0;2)‏ و (۷2:1:1)». 

1احسب ۰86 ۸8 ثم قیسا للزاوية )8۸ . 

2. ماهي طبيعة المثلث f ABC‏ 

@ الفضاء منسوب إلى معلم متعامد و متجانس 
.)٥: 1,1,‏ تعطی النقط (4 :1 : ۸2 

C(4;-3;-1) ۱۵) :-2 : 2(‏ و )0 .H(0;-5;‏ 
آثبت أن النقطة ۲۱ هي السقط العمودي للنقطة > 


على الستقیم (88). 


@ ۸۵۰0 موشور منتظم حيث ۵ = ۸8. 

اء ( و منتصفات [)8]. [80] و 1۸0 

على الترتیب ۹ 
احسب ۸۵8۰۸6 ; AB.IK ; A5.AK‏ :۸۵.16 
المستقيم في الفضاء 

فيما يلي الفضاء منسوب إلى معلم (6 , :1 :0). 
© 1.عن قئيلا وسيطيا للمستقيم الذي يشمل 
النقطة (1- :0 ;۸)1 و يقبل (5)1:1:1 شعاع 
توجيه له. 

2 ۰ اكتب فيلا وسيطيا للستقيم الذي یشمل 
النقطة (1-:8)2:1 ويقبل (7)1:1:0 شعاع 
توجيه له. 

5 اکتب قثیلا وسيطيا للستقیم الذي یشمل 
النقطة (1:0: 2-)© ویقبل ‏ شعاع توجیه له. 
@© 1١عين‏ قثيلا وسيطيا للمستقيم (۸8) حيث 
(8)2:1:3 و(1:3:2-)8 نقطتان من الفضاء. 
2٠هل‏ يشمل (۸8) النقطة (3:5-:8)©؟ 
النقطة (2:1-:0)4 ؟ 


© نعتبرالمستقيم (4) العرف بالتمثيل الوسيطي 


+2 - 3 دير 
6+ 122 حيث ] عدد حقيقي. 
yS‏ 


1 عبن من بين النقط 

(1:0: ۸2( )فق )3:;2;0(< 
و( ج 7: )۵ التي تنعمي إلى (۵) 

۰2 عبن شعاع توجيه للمستقيم (۵). 

3 کتب قثيلا وسيطيا للمستقيم (۸) الذي يشمل 
النقطة © و يوازي (4). 


4 اکتب جملة معادلتین دیکارتیتین للمستقيم (۵). 


® الفضاء منسوب إلى معلم متعامد و متجانس 
هل تعرف الجمل التالية نفس الستقیم ؟ 


x=1+t 
عدد حقيقي.‎ 8 ٩ y=1 
g=t 
2x-¥-25-1=0 ۲ ۶-15 
- 4۷ - 5 + 0 1-21 
برر إجابتك.‎ 
المستوي في الفضاء‎ 


فيما يلي, الفضاء منسوب إلى معلم متعامد 
و متجانس (oij,‏ 

© عبن شعاعا ناظميا لكل من الستویات التالية : 
(P):2x+ y-5 =0‏ 

(P„):-5x- 2y + 33-1 =0 

2-0 - 3 :(رم) ؛ 1-0 + 5 - برط : (يم) 
۲-0 :لوم ؛ 0 - 3 (Pg):‏ 
© (3: 1-: ۸)4 نقطة من الفضاء 

و (3-:1/)2:1 شعاع. 

عبن معادلة ديكارتية للمستوي الذي يشمل ۸ 

و يقبل 1 شعاعا ناظميا له. 

© (1-:3:1) نقطة و 0= 5-5 + 2y‏ - × 
معادلة لمستو (0). عيّن معادلة ديكارتية للمستوي 
(©) الذي يشمل ۸ و يوازي (0). 2 
A2: ‡ :3( ©‏ (4-: 4:قم)ه سر 
عيّن معادلة للمستوي المحوري للقطعة [68] (الذي 
يشمل منتصف [۸] و يقبل 615 شعاعا ناظميا له). 
© نعتبر الستوي (۶) المعرف بالمعادلة 

0 -5+6+-»«ة5 والنقطة (2-:6: 5-)۸. 
أثبت أن النقطة (1-:5: 8)0 هي السقط 


78 العمودي للنقطة ۸ على (۳). 


9 تعطى النقط (3 : 1-: ۸)2, (1:1:2-) 8 
و (1:4-:00. 

1 اثبت أن النقط ۰۵ ۲۰8۵ تعرف مستویا. 
2٠عيّن‏ معادلة ديكارتية للمستوي .(ABC)‏ 
فيما يلي الفضاء منسوب إلى معلم () , ,1 9) 


© اكتب قثيلا وسيطيا للمستوي (۴) الذي 
يشمل النقطة (2 : 1- : ۸)1 و يقبل (7/)1:1:1 
و (1:1: ۷21 شعاعي توجيه له. 
© نفس السزال السابق من أجل الستوي الذي 
یشمل النقط (1 ;2 ; )۰۸ (3-:8)3:4 
:605:83 
کي اسان انب 
x = 2 + 36 - 5‏ 

| مره عددان حقیقیان. 
5 +22 - 52-3 
من بين النقط (1 : 1- : 2-)۸, (6- : 4- : 3) 8, 
(3-:0: ۰۲02 (1: 1-: ۵01 عيّن التي تنتمي 
إلى الستوي (0). 


.© الفضاء منسوب إلى معلم متعامد و متجانس 


(0) المستوي العرف بالتمثيل الوسيطي 

25 -غ4 + 3 دعر 
5-5 - 4= 1 حیث ‏ و 5 عددان حقيقيان. 
5 + +521 


1 عین نقطة ۸ من المستوي (0) و شعاعي توجيه له. 
2 حسب إحداثيات شعاع ناظمي له. 
3 كتب معادلة ديكارتية له. 


الوضع النسبي لستقیمن في الفضاء 

® الفضا ء منسوب إلى معلم 11,0 ه) 
و ۲ عددان حقیقیان.: 

ادرس فیما يلي الوضع النسبي لكل من الستقیمین 


(0) و (0). 
ع5 + 4 دعر م5 + 6- - عر 
O22 0 (1‏ 
4 - 4 - 5 4-4۲ و 
x=-2 +‏ دعر 
o: (2‏ 0 
۶ + 5-4 30 + 8 < 5 
غ2 + 2-1 ير +2 دير 
3 0 01 
++3-2 40 + 27و 
+ 2-1 + 2 دير 
4 0 ره 
+3 + 5-7 30 + 2 2و 


© الفضاء منسوب إلى معلم متعامد و متجانس 
1 .ثبت أن المستقيمين (۵) و (۵) المعرفين بالتمثيلين 


الوسيطيين التاليين : 

۲ +3 2 بر 2-۳ 2 
122-۲ 3 + 1 د 1 
ع4 + 5-7 - 526 


حيث 8 ع ۰۲ ۳ ۲ , متقاطعان. 

2 . عيّن معادلة ديكارتية للمستوي الذي يشمل 
المستقيمين (۵) و (۵). 

الوضع النسبي لستقيم و مستو 

فيما يلي الفضاء منسوب إلى معلم متعامد 


و متجانس (0:1,,0). 

© + عدد حقيقي. ادرس الوضع النسبي لكل من 
الستوي (0) و الستقیم (0), و عيّن نقط التقاطع. 
إن و جدت. في کل حالة من الحالات التالية : 


x=1+t 
دعوم رسك اديه :د | :لقا‎ 
123+ 
x= 2 + 3+ 
و ی‎ )۳(:+ 31 -5+ 32 0 2 
3-2 
در‎ < 4+ 
o2: 
123+ 
)0( ادرس الوضع النسبي لكل من الستوي‎ © 
و الستقیم (۰)0 وعيّن نقط التقاطع؛ إن وجدت في‎ 
: كل من الحالتين التالیین‎ 
(م)‎ : 2: - y+ 3-0 (1 


)0(:× +1 = y-2 = و وة‎ 
EMELE 
13 “1 


)P(:×+ 1-25 + 2 20 )3‏ و 


2) 25-1-0-: +« : (۳) و (D)‏ 
۱ 32 
الوضع النسبي لستو بين (أو ثلاث مسنویات) 
الفضاء منسوب إلى معلم متعامد و متجانس 
(oi,‏ 
© ادرس فيما يلي الوضع النسبي لكل من 
الستویین (۲). (۳) و عيّن مستقيم تقاطعهما عند 
(P) x-2y+5-1=0 (1‏ و (P)-2x+4y-25+2=0‏ 
(P) 2x+3y-3+10=0و‎ (P) 4+6 - 25-1 =0 (2‏ 
(P) 3x-2y-5-9=0 (3‏ و (P’) x-y+25+2=0‏ 
(P) -x+2y+5+8=0 (4‏ و (P) 2x+y+1=0‏ 
© ادرس فيما يلي تقاطع المستويات (8): (©) 
و (0) حيث : 
(P)x+y+5-2 2 0 (1‏ و (Q) 2y-5+3=0‏ 
(R)x+y+5-1 =0‏ 
2 = 2 -5+/0(۰+۱ )و 0= 4 + x-y+5‏ (©) 
3-0 - وبرج عد (0) 


تمارين و مسائل 


3( موی ریس و 5-0-ن +ع (a)‏ 
(R) +7‏ 


اح الل ید تم ار اه 
وم 


2+ 1۷-1 (1 
3x + 2۱| - و4‎ 2-5 


۱-521 + 2 
2( و رهق 
21 35 - ۱ + 

ry as 


3x + 2۱ - 45 2-5 (3 


5 و3 + + 4x‏ 
مجموعات نقط من الفضاء 
cB AM‏ نقط من الفضاء مع 4 = )8. 
1 عبن مجموعة النقط ۸۸ من الفضاء 
بحيث 212 56.۸0 
2 نفس السؤال من أجل 10- = 52.۸0 
© الفضاء منسوب إلى معلم متعامد و متجانس 
,رازم 
نفرض النقطة (2:3-: ۸)1 و الشعاع (4 : 1-: 702 
عبن مجموعة النقط ۸ من الفضاء بحیث یکون 
4-= ۸.۲ . 
0 ۸ و 8 نقطتان من الفضاء بحیث 10 = ۸8. 
1 ٠عيّن‏ النقطة 6 مرجح النقطتین ۸ و 8 الرفقتین 
بالمعاملين 2 و 3 على الترتيب. أنشئ 6. 
٠ 2‏ عيّن مجموعة النقط ۸۸ من الفضاء بحيث 
„2MA? + 30۸8* = 0‏ 
هل تنتمي النقطة ۸ إلى هذه الجموعة ؟ 
هل تنتمي النقطة 8 الیها ؟ 


© الفضاء ء منسوب إلى معلم متعامد و متجانس 
13 ۳ :6 (8)3:4:2 نقطتان. 
عبن مجموعة النقط ۸ من الفضاء حيث : 
2MA? - 38/82 = -0‏ 
© ۸ و 8 نقطتان من الفضاء بحيث 5 = ۸8 
عین مجموعة النقط ۸۸ من الفضاء بحيث 
MB = 0‏ ۸۸۵2 
® الفضاء منسوب إلى معلم متعامد و متجانس 
رم (3 و )3:1 B2;‏ 
نقطتان.عين مجموعة النقط ۸۸۱ من الفضاء بحیث 
„MA - MB? = -10‏ 
مسائل 
® الفضاء منسوب إلى معلم متعامد و متجانس 
1,0 0). تعطي النقط (0: 2 : ,۸)٩‏ 
(1:1: ۰802 (1- :5 : ۵ و (4 :4:2 
1 اثبت أن النقط 8. > و 0 تعيّن مستویا (6). 
عيّن معادلة ديكارتية له. 
٠2‏ عين أحداثيات المسقط العمودي 1 للنقطة ۸ 
على (م). 
٠ 3‏ عين معادلة للمستوي (0) الذي يشمل !۲ 
و یقبل 8 شعاعا ناظميا له. 
تحقق أن (0) و (۸) متعامدان. 
4 و (0) یتقاطعان وفق مستقیم (۵). 
اعط قثيلا وسیطیا له. 
5 احسب السافة بين المبدأ © و الستقیم (۵). 


© الفضاء منشوب إلى معلم متعامد و متجانس 


0 ,,0:1). لمكن النقطتان (4:2- : ۸(2 
و(3-:3: 86 


1 اکتب معادلة للکرة (5) ذات الرکز ۸ و التي 
دید 

2 عبن معادلة ديكارتية للمستوي (8) الماس 
للكرة (5). في النقطة 8. 

3 لتکن النقط (3- : 0 : 3-)© ؛ (5- : 2- : 2-)5 
.E(-1;0;-5)‏ 

ا ع ضوع تي مسعزيا (۵) يطلب 
إيجاد قثيل وسيطي له. 

4 بين أن المستويين (0) و (©) متعامدان. 

5 حلّد الوضع النسبي للمستوي (0) و الكرة (5). 
عإن طبيعة مجموعة تقاطعهما. 

69 الفضاء منسوب إلى معلم متعامد و متجانس 
00 

نعتبر النقط (1:1-: ۸)0 ؛ (3 ;0 ;8)0 ؛ 
0:0: 2 

1.اثبت أن النقط ۸. 8 > ليست على استقامة واحدة. 
2لیکن الشعاع (2 : 4- : 1103 

تحقق أن 17 عمودي على کل من الشعاعین ۸68 و ۰/6 
٠‏ استنتج معادلة ديكارتية للسستوي (>۸۵). 

3 )و و (0۵) مستویان معادلتاهما على الترتیب : 
2+10 + +2 و 6۱20 + 2۷ -۲. 
اثبت أن (0) و (0) یتقاطعان وفق مستقیم (0) 
يطلب تعيّين قثيل وسيطي له. 

٠4‏ ادرس الوضع النسبي للمستقيم (0) و الستوي 
.(ABC)‏ 

5. لیکن + عددا حقیقیا موجبا. 

نعتبر الرجح 6 للنقط 8۰۸ وح الرفقة بالعاملات 
1 ؛ ۶:2 على الترتیب. 


أ) تحقق من وجود النقطة © من أجل كل عدد حقيقي 
موجب ا. 

ب) لیکن ۱ مرجح النقطتین ۸ و 8 الرفقتین 
بالعاملین 1 و 2 على الترتیب. 

ء عبن إحداثيات النقطة ۱. 

»عبر عن 6 بدلالة Wa‏ ۳ 

ج) بين أن مجموعة النقط © عندما يسح + 
الجموعة ,۰ هي القطعة [] باستثناء ©. 

ما هي قيمة ۶ التي من أجلها. یکون منتصف 
القطعة [] منطبقا على 6؟ 


2 
إذن ((©) و (ا0) متعامدان.‎ D.C =0 
بدون اختبا ر معلم‎ ٠. 
DI. = (DA+ 0 Bj 
- 1 5-1 ا‎ 
= 7 ۸ 3 A= 0 
اذن ((©) (0۱) متعامدان.‎ 
H | 6 | ۸8 = لدينا و‎ 
99 . © 
اع | ا‎ 68.66 = DE = a 
AE.EH=0 * «< 
| وس‎ IZE Beef = 
۱ j BC.GF =0 
AC.BF = (AB + BC) BF = 0 
AC.ËĞ = AĞ = 2 


AF.AF = )88 + EF).(AÊ +EFI) = 2‏ 
O‏ ينسب الفضاء إلى المعلم التعامد و التجانس 
(۸8,۸5,۸۴: ۸) (کما في الشکل السابق) 

C(a;a;0) «B(a;0;0) «A(0;0;0) لدینا‎ 
F(a;0;a) «E(0;0;a) «D(0;a;0) 
.H(0;a;a) «G(a;a;a) 


BC.GF =0 ؛‎ AÊ.ËF =0 ؛‎ DB. DC = a 

۲6۲۵ = 227+ AC.EĞ = 22? + AC.BF =0 

۸۴۰۸۲ = 2 

AC (0;2;0) ۰28 (-/2:1:1).1 © 
AB.AC = 2 


AÃB.AĞ = AB.AC cos(BAC) 


حلول التمارين و المسائل 


AC =2 AB =2 و‎ 


| إذن 0908۸6 4 =2 و بالتالي = 6۸ . 


2 . الثلث متساوي الأضلاع. 

@ لدینا 288 = A۴‏ اذن (هم)ءنا 

هو شعاع توجیه للمستقیم (۸8) و 0 = €۴ .۸6 
((AB) » (CH))‏ إذن ١‏ هي السقط العمودي 
للنقطة > على (۸8). 


AB.AC cos 3 = 2 ©‏ ا 


+2 عير 


2 +۱۱21 (۷:۳) 3( 
21 02و 


2-2-3 
۳ 1 © 

5-3-3 
2 من أجل (3:5-: 8) = (1/:3:*) 
يكون 22-2 إذن (3:5-:8) تنتمي إلى (۸8). 


De(A) (های:‎ «Be (A) «Ae (A) .1 © 
الشعاع (1)2:3:1 هو شعاع توجیه‎ .2 


للمستقيم (۵) 
20 - < 2 
3 الجملة | یل رض للستت (۵ 
=5 


4 . العادلتان SE‏ هما جملة معادلتین 


ديكارتيتين للستقیم (۵) 


© الجمل الثلاث متكافئة (لها نفس الحلول) إذن 
فهي تعرف نفس المستقيم (الذي يشمل (۸)1:1:0 
و (1)1:0:1 شعاع توجيه له). 
©) (۰8,)2:1:0 )2;3-:5-(,2:0).7-:3( ,7 
١ 0 7‏ (0:0: 0 ۰ )0;0;3( ;7 
اشعة ناظمية للمستويات (,۶) ۳,(۰) (:۰)۳ (,۰)۳ 
(,): (00) بهذا الترتيب 
© (3-:1)2:1 شعاع ناظمي للمستوي (۶) حيث 
0-0+و3-,2+1 : )P(‏ › و يشمل (1:3-:۸)4 
إذن 2-0 + 35 - ۱ +22 :(5) 
© (۵(//)۳) يعني أن (2:1-:7)1 شعاع ناظمي 
للمستوي () الذي يشمل ۸ إذن 0=و+2y-×‏ (©) 
© المستوي الحوري (0) للقطعة [۸8] يشمل 
منتصفها (< :$ باس ويد 
77 
)5-3:3 
© 8)0: 33 = قف و السافة بين ۸ و (۴) 
ZA‏ اذن 8 هى السقط | 
هي چ ي 3۷3 إذن 8 هي لعمودي 
للنقطة ۸ على (۶) 


-)58 إذن 6-0 و +5 (P):‏ 


© 1. النقط ۰۸ ۰8 ليست على استقامة 
واحدة إذن تعرف مستویا. 
2 20 جى +0۱۷ +عدة معادلة ديكارتية لمستو(م) 


5 0= +ع 3 b+‏ - 23 
۰۸ نقط من (0) يعني و - و + )2 + و + ه- 


-b + 4 + 0-0‏ 
بحل الجملة ذات الجاهیل ۰۵ اء > و اختیار ٩‏ 
(مثلا 2-11 4) نجد 0 = 11 - ج4 + 5y‏ + 2 
و هي معادلة للمستوي (>۸8) 


تا 
- 2+ 21 

© ++ 1- - 4 (2: + عددان حقیقیان) 
3=2+A+pu‏ 

هي تثيل وسيطي للمستوي (5 
Xx = -1 + 42 + 6‏ 

© ۸ +2 +۱22 (۰2 ۸ عددان حقیقیان) 
+ 521-42 

هي تثيل وسيطي للمستوي (۳) 


«Cé(P)..Be(P) «Ac(P) ©‏ زم)عم 
Y(-1;-1;3).7(4;-5;1) ۵۵:4:1(۰ 2‏ 
٠2‏ شعاع ناظمي للمستوي (۲) يعني 0 = 2516 
و70-0 ونجد (5)1:1:1 
Xx+Y+5-2=0.3‏ معادلة ديكارتية للمستوي (0) 
@ 1. (۰)0 (0) لهما شعاعا توجيه متساویان 
و یشترکان في نقطة ( مثل (2:4-:6-)8 ) 

إذن (۰)0 (0) متطابقان 

2 . (۰)0 (0) لهما شعاعا توجیه متساویان 
۵ متوآژیان 
3 (0(۰)0) لهما شعاعا توجیه غير متوازیین إذن 
(۰)0 (0) إما متقاطعان أو غير مستویین ( ليسا من 
نفس الستوي ). 

بعل ال لد ی 1 نجد یس 

من أجل 1 -+ نجد النقطة من (0) 

ذات الاحداثيات (1:0:3) 

من أجل ۲-1 نجد النقطة من ('/0) ذات الاحدائیات 
(1:0:3) إذن يشتركان في النقطة (۸)1:0:3 

4 . شعاعا توجيه (0) .(0) غير متوازيين 

إذن (0) .(0) متقاطعان أو غير مستويين 

نعل لعل وروی مد جع 
من أجل 4--: نجد النقطة من (0) 


و لا يشتركان في أية نقطة إذن 


ذات الاحدائیات (5- : 2- : 5-). 

من أجل ۳-2-3 نجد النقطة من (ظ) ذات 
الاحدائیات (7-: 2-: 5). 

إذن (0) 00(۰) لا یشترکان في أية نقطة و منه 
(۰)0 (0) غير مستویین ( لا يشملها مستو ). 
© 1 . شعاعا توجیه (۰)۵ (۵) غير متوازیین 
فهما متقاطعان أو غير مستویین. 
سرس زو و 
۲20 نجد (7: 2-: ۸)3 من (ه) 
۲-1 نجد نفس النقطة ۸ من (۵) 
إيذن (۰)۵ (۵) یشترکان في النقطة ۸ 
2 . الشعاع الناظمي (: 8 :110 للمستوي (۳) 
الذي يشمل (۰)۵ (۵) عمودي على الشعاعین 
التوجيهيين (1:4-: 5)/, (1-:3: ۷ 


:. 4920+ 50-6 3 506 
1 8 وسيط 3 
إذن 0 و حيث وسيط حفيقي 


نجد (: یز (: 8 ) حيث 0 4# 
و من أجل ۸214 : (14 ;1 ;11-) = (8: 8 ») 
النقطة ذات الاحداثيات (2:1:6) تنتمي إلى (0) 
إذن 0 = 63 + :11-17-14 معادلة ديكارتية 
للمستوي(۴). 

© 1 (1:1-: 2) 13 شعاع ناظمي للمستوي () 
(1 : 3-:1) 1 شعاع توجيه للمستقيم (0) 

0 إذن (۰)۳ (0) متقاطعان في نقطة 


احداثياتها (2 :3 : 4-). (من أجل - -:) 


9 (1 ;3;-1).2 

النقطة من (2 : 1- : 2-)۸ من (0) لا تنتمي إلى (۴) 
إذن (۰)۳ (0) متوازیان. 

T= 0 .T(1;1;1) T(1;1;-2) 3 

النقطة من (3 : 0 : ۸)4 من (0) تنتمي إلى (۶) 


.)0(C )۴( إذن‎ 

© 1. (۰)0 (۶) متقاطعان في .النقطة ذات 
سید (ق ,ور ود 

۰)0(2 (0) متقاطعان في النقطة ذات الاحدائیات 
(5:2-:10) 

© ۰1 (۶). (۶) منطبقان عن بعضهما 

(متوازیان و یشترکان في نقطة). 

2. (۶). (0) متوازیان (قاما). 

3 (۶). (۳) متقاطعان في مستقیم. 

تعيين مستقیم التقاطع یکون بحل الجملة 


0 > 9 .31-21-51 ۳ 
EN‏ اعتبار احد الجا 
دعام بعر بار أحد المجاهيل 


( مثلا = 5 ) وسيطا. و نجد قثبلا وسيطيا للمستقيم 
x= 50 + 3‏ 

5 +76 د راك 8 ) 
2و 


المشترك بين (۰)۶ ('۴) : 
4 (۰)۳ (') متقاطعان في مستقيم معرّف بتمثيل 
فيه 
وسیظی له بو (teR)‏ 
3=5t-6 75‏ 
9 ۰۱ (۰)۳ (۸) متوازیان إذن 
(P)N(G)N(R) = (©)‏ 
2 . (۴). (0) يشتركان في المستقيم (4) العرف 


x= - +1 
(teR) ۳ 3 بتمثیل وسيطي‎ | 


3 


سمي س > 


شعاع توجيهه 7 :1)0 عمودي على الشعاع 


الناظمي (7:)1:2:1 للمستوي (8) 
إذن (0) ROS‏ 
(P).3‏ (©) يشت يشتركان في المستقيم (۵) العرف 
x=t‏ 
يمقيل وسيطي < en‏ 
كو 


شعاع توجيهه (-:2-:17)1 غير عمودي على (0) 


(۵) و (8) يتقاطعان في النقطة (3-:-:0)م 
إذن (۸) = .(P)N(@)N(R)‏ 
(x:y;5) = (1:2:3).1 @‏ 
الستویات الثلاث تتقاطع في النقطة (3 : 2 : ۸)1 
2. الجملة ليس لها حل. المستويات الغلاثة لا تشترا 
في أية نقطة. 
3 . الجملة لها ما لا نهاية من الحلول المستويات 
الثلاثة تشترك في مستقیم معرّف يتمثيل 
£ 

(eR = 5۲+ ۶ وسبطي‎ 

۹ 
© نفرض أن الاتجاه الوجب هو اتجاه 36 
1 نسمي ۸,۲۷ السقطين العمودبية على 
©8) لكل من 
النقطتين ۰۸۸ ۸ 
بهذا الترتیب 


لدینا 12 = 86۸0-56۸1 

8€ ۱ لهما نفس الاتجاه إذن 3 = ۰۸7۳۷ إذن 
مجموعة النقط ۸۸ التي تحقق 12 = 8.۸78 
هي الستوی الذي یشمل !۲ و یقبل 56 شعاعا ناظمیا. 


2. 10-= 5270-86۸71 مع «Bê‏ نهم 


= 86۸0 هو 


مجموعة النقط ۸ حیث 40- 
الستوي الذي یشمل ۲۷ و یقبل 8€ شعاعا ناظمیا. 


© 4-- 20.71 يعني 0= 4-16 + 2-1 
مجموعة النقط ۸۸ هي مستو معرف بالعادلة السابقة. 
٠ 6(‏ مجموعة النقط ۸۸ من الفضاء حيث 

2MA? + 3MB = 200‏ هي كرة 5 مرکزها النقطة 
© مرجح النقطتين (۰۵)2 (8)3 و نصف قطرها 4 


٠ 
A 3 8 865 ۶5 


© مجموعة النقط (5: ۸۸:۱ من الفضاء 
حيث 2-10 2۸۵3-30۸8 هي الكرة ذات المعادلة 
4 = و + (8 - ) + 7۴ -), مرکزها (7:8:0)ن 
و نصف قطرها 8. 

© مجموعة النقط (و :۸۸:۱ من الفضاء 
حیث 30 ۸۱۵۶-۸۱8۶ 
هي المستوي العمودي ا 
غلى (۸8) في النقطة ۲ ۱۰ 1 
۷ المسقط العمودي 

للنقطة ۸ على (68)؛ حيث 15 = 58.18 أو 3 = 1۳7 
(۰28 1۲7) لهما نفس الاتجاه ۱ منتصف [۸8]) 
© مجموعة النقط (و: 1 :۸05 حيث 

MA? - MB? = 0‏ هو الستوي العرف بالعادلة 
الديكارتية 0= 5 + 4-25 


0700017 


حدول التمارين 


تین 


© ۰1 ۰۰۶ ليست على استقامة واحدة, 
إذن تعیین مستویا (۳) معادلته الديكارتية 
هي 0= 5+2 +1۷ +2 

2 تنتمي إلى (۶) 

نضع (1:30 :)1 لدينا ۸۴ يوازي 77 

( 17 الشعاع الناظمي للمستوي (۶)). 


1 + 2 ود 
إذن 2 +121 حيث ۲ وسيط حقيقي مع He(P)‏ 
= 


إذن (1-;1;1-)۸. 
3 2 7 +25 +41 -× معادلة ديكارتية للمستوي 
(۸) الذي يشمل !۲ و يقبل 8€ شعاعا ناظمیا. 
الشعاعان الناظميان (2;1;1) 7 (4:2-:1۳)1 
مععامنان إذا (۴)» (۸) متعامدان. 


4 . نحل الخملة 1+۲0 +2 
نحل ا ۳۳ 


مع اعتبار احد المجاهيل ( مثلا) وسيطا فنجد التمشيل 


4 
الوسيطي للمستقيم (۵) : + در ۰۳۰ 
32 


5 لدینا ۰۰0۵ مساقط 0 على (۰)۵ (م).(5) 

على الترتیب. نجد 00/2۷/3 

© 1 . معادلة الكرة (5)۸:۸8 

6 = 1(7 + و) + 1۳۴+ (y‏ + )1 جع 

AB(4;4;-2) .2‏ شعاع ناظمي للمستوي (۶) 

و الذي یشمل 8. 0= 2-2-15 + ×2 : (م) 

3 النقط »۰ 2۰0 ليست على استقامة واحدة. إذن 
20+ + 22-3 

تعین مستویا (©) حیث الجملة 

هي قثيل وسيطي له. 


12-2 
5 -3-2(.-2 


و المسائل 


N )2:-1 :2( ۰‏ شعاع ناظمي للمستوي (©). 


4 
7 ۵۵ متعامدان إذن (۰)0 (8) متعامدان. 
12-5 + 2 + رن - 27 معادلة ديكارتية 
للمستوي (@). 6 = ۰۸۵ 3 = (@ : 8)ل. 

(© : 0۸ هي السافة بين ۸ مركز الكرة 5 و الستوي 
(©). لدینا Q) > A8‏ :40۸ 

إذن (©) یقطع 5 في داثرة نصف قطرها > 

حیث 31۷3 = *3 - "۰2۷6 و مرکزها ۸۲ السقط 
العمودي للنقطة ۸ على (0۵) حیث 7 

و )1+,1:5+ :۵+1 ۸۸ متوازیان و (0۵)ع۸. 
إذن (3- : 0 : ۸)3 


© 1. الشعاعان (0:1:2) و (1-:2:1-) 6 

غير متوازيين إذن ۰8۰۸ ليست على استقامة واحدة. 

2 - 1.۸5 و 0= 71.86 إذن 7 عمودي 

(ABC) :-3x-44+2;-6=0 ۰۸ على ۸ و‎ 

3 شعاع ناظمي ل (0). 
(2:6-:1:)1 شعاع ناظمي ل (0). 

,1 و رل غير متوازيين إذن (0) و (0) متقاطعان. 

2 


ع - + 2- = x‏ 
وفق مستقیم. قثیلهالوسيطي ا 
qat‏ 

1 


t= نجد‎ .4 


نقطة تقاطع (0) و (۸۵) هي ( )ع 


5 من أجل كل عدد حقيقي موجب], ۲+2+1#0 
إذن الرجح © موجود. 

r E Ta al SL 
.16 - بو 0 € جكج‎ 
.0 > ج) من أجل كل عدد موجب ۲ ؛ 1 > كج‎ 
إذن © تنتمي إلى القطعة [>ا] باستثناء النقطف.‎ 


5 ی ۳۳1 5 
لدينا 5 إذن 3 2 . 


3 
20 
من اجل 3 =۲ » © هي منتصف [۱]. 


ی 


1 كما لفت لنت ل وجود أكشرمن 460 تمرینا وسال ملولة في ۳ 


سا 


